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Очевидно, окружность λ является характеристи-
ческой линией огибающей Q

xyz
, определяемой как   

λ = Φ(t) �œ Φ’(t)=T
1
 �œ S

xyz
.

Геометрическая интерпретация системы уравне-
ний (4) позволяет получить уравнение огибающей 
Q

xyz
, представляющей собой циклографический об-

раз линии             . Рассмотрим получение уравне-
ния этой поверхности.

Пусть  параметрические  уравнения  линии   
имеют вид:

 	     x=x(t), y=y(t), z=z(t), t �£��G �¡��R.         (8)

Полагаем, что x, y и z — дифференцируемые 
функции на промежутке определения параметра t. 
От параметра t можно перейти к внутреннему пара-
метру s

1
 кривой         :

                      (9)

В каждой точке (x, y, z), удовлетворяющей ус-
ловию                                                ,   т. е.   в 
обыкновенных  точках  линии            ,  которые  к 
тому же не являются точками распрямления  
(    и     не коллинеарны и при этом 
                  )  —  в  таких точках возможно построе-
ние трехгранника Френе 

 

с единичными векторами касательной  , главной 
нормали     и бинормали    . Вектор касательной мо-
жет быть выражен следующим образом:

          (10)

Вектор главной нормали     можно выразить так:
             

 
(11)

Уравнение вектора бинормали     имеет вид:

,                 (12)

где        — кривизна линии      в данной  
точке. 

В  уравнении  (11)  производные              

могут быть получены следующим образом:

 
                                                       ,

при этом                   ; производные      ,       и    

определяются взятием второй производной по t со-
ответствующих функций — выражений τ

x
, τ

y
 и τ

z
  

из уравнения (10).
Запишем уравнение окружности λ радиуса r

1
 = 

= r
1
(t), принадлежащей плоскости T

1
, в системе ко-

ординат подвижного трехгранника Френе:

                                       (13)

 

где радиус r
1
 окружности λ определяется форму- 

лой (7).
Запишем формулы преобразования от подвиж-

ной системы координат A xτyv
zβ к неподвижной O

xyz
, 

используя матрицу преобразований:

 

Рис. 5. Циклографическое моделирование пространственной 
кривой                      на гиперэпюре Наумович

         Fig. 5. Cyclographic modeling of spatial curve     
on the Naumovich hyperdrawing

Рис. 6. Циклографическое моделирование 
плоской кривой                      на гиперэпюре Наумович

         Fig. 6. Cyclographic modeling of a plane curve   
on the Naumovich hyperdrawing
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В матричном виде формулы преобразований 
имеют вид D = A–1 ∙ B+C, где

 

при этом x, y, z — координаты текущей точки A 
линии         . 

От матричной формы записи формул преобра-
зований можно перейти к развернутой координат-
ной форме:

x
1
=xτ ∙ τx

+y
v
 ∙ v

x
+zβ ∙ βx

+x,          
y

1
=xτ ∙ τy

+y
v
 ∙ v

y
+zβ ∙ βy

+y,             (14)
z

1
=xτ ∙ τz

+y
v
 ∙ v

z
+zβ ∙ βz

+z.

Подставляя в (14) выражения координат из 
формул (10), (11), (12) и (13), получим развернутые  
параметрические уравнения огибающей поверхно-
сти Q

xyz
.

Результаты эксперимента

Зададим параметрическую рациональную кри-
вую              уравнениями:

                 (15)

Ее образ       в гиперплоскости     , получен-
ный ортогональным проецированием, описывается 
уравнениями:

    	                (16)

Касательный вектор            имеет вид: 

                                            (17)

Производная             имеет вид:

                                            (18)

При исходных данных (15) и соответствую-
щих им уравнениям (16), (17) и (18) ставится зада-
ча определения циклографического образа линии   
            в пространстве      . Определим орты    , 
   ,    трехгранника Френе без использования вну-
треннего параметра s

1
 линии       по методике, от-

личной от вышеизложенной. Орт касательной ли-
нии          определяется следующим образом: 

                 (19)

Вектор  бинормали  линии         определяется 
формулой:

                                                
  (20)

Выражения в числителе и знаменателе дроби 
определяется следующим образом:

                 

(21)

                            (22)

Подставляя выражения (21) и (22) в уравнение 
(20), получим:

             (23)

Введем обозначения:

 
С учетом этих обозначений определим вектор 

главной нормали     линии         :

    				    (24)

Полученные уравнения (19), (23) и (24) опреде-
ляют проекционные компоненты единичных ортов, 
образующих   трехгранник   Френе  линии           .  
Уравнение (13) определяют проекционные компо-
ненты радиус-вектора линии        . Таким образом, 
известны все компоненты параметрических урав-
нений огибающей Q

xyz
 поверхности, представляю-

щей собой циклографический образ линии   

Рис. 7. Циклографическое моделирование 
пространственной кривой                      на гиперэпюре 

Наумович без учета смещения ρ
T
 

          Fig. 7. Cyclographic modeling of spatial curve   
on the Naumovich hyperdrawing without taking into 

account the displacement ρ
T
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в гиперплоскости      . Подставляя выражения ком-
понент в уравнение (14), получим искомое уравне-
ние каналовой поверхности:

          

(25)

1 ≤ t ≤ 3,5; 0 ≤ φ ≤ 2π,

где  

На рис. 5 приведено изображение каналовой 
поверхности Q

xyz
, представляющей собой циклогра-

фический образ пространственной линии         . 
При этом линия        имеет ортогональные трехмер-
ные проекции        и               . Ортогональным 
образом каналовой поверхности Q

xyz
 на осевой пло-

скости (xy) является область Q
xy
. На рис. 6 на гипер-

эпюре Наумович приведено изображение цикло-
графического образа Q

xyz
 заданной плоской линии 

            , 
 

В рассматриваемом случае Q
xyz

 представляет со-
бой трубчатую поверхность. На рис. 7 приведено 
изображение на гиперэпюре Наумович цикличе-
ской поверхности Q

xyz
, полученной без учета сме-

щения ρ
T
 (5), т. е. ρ

T
=0. В этом случае Q

xyz
 не яв-

ляется циклографическим образом линии           , 
поскольку Q

xyz 
не является огибающей множества 

сфер (S
xyz

).

Основные результаты и выводы

1.  На примере линии пространства R4 показана 
возможность циклографического моделирования 
нелинейных объектов этого пространства на основе 
гиперэпюра Наумович.

2. Получены параметрические уравнения ка-
наловой поверхности, представляющей собой ци-
клографический образ в пространстве R3 линии 
пространства R4. Уравнения представляют собой 
конструктивно-аналитическую модель этой линии, 
удобной для использования в CAD/CAM системах 
и в CAGD.

3.  Выполнен вычислительный эксперимент по 
определению циклографической модели параме-
трической рациональной кривой пространства R4 на 
трехмерном чертеже, реализованном в виртуальном 
электронном 3D-пространстве. Рассмотрены вари-

анты этой модели, приводящие к получению част-
ных видов каналовой поверхности, моделирующих 
соответствующие кривые пространства R4.
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ELEMENTS OF SPATIAL CYCLOGRAPHY

 
K. L. Panchuk, E. V. Lyubchinov

 Omsk State Technical University, 
Russia, Omsk, Mira Ave., 11, 644050

In modern CAD/CAM systems and in CAGD (Computer Aided Geometric Design), models of geometric 
objects (lines, surfaces) of space R4 in space R3 and vice versa are used. The analysis of geometric models used 
in such systems allows us to conclude that research is relevant to the development in R3 of analytical models 
of lines and surfaces of the space R4. In this paper, we show the possibility of obtaining of constructive-
analytical model using the three-dimensional drawing of the space R4, proposed by N. V. Naumovich. Based 
on this drawing, a constructive interpretation of the proposed analytical model is given and its implementation 
is realized in a virtual electronic 3D-space.The model of the R4 space curve proposed in this paper is based 
on the theoretical positions of the spatial cyclography realized in Naumovich’s three-dimensional drawing. 
This proposed model differs from existing ones using the analytical method of modeling. The essence of the 
proposed constructive-analytical modeling consists in the geometric representation and interpretation in the 
three-dimensional drawing of the cyclographic images of points, lines, the set of points and lines of the space 
R4. The constructive-analytical modeling of the R4 space curve on the basis of the cyclographic mapping and 
the possibility of its realization on Naumovich’s three-dimensional drawing allow to get a full picture of the 
interrelation and mutual influence of all the elements of the model. Such a representation is based on the 
implementation of a 3D-drawing in virtual electronic 3D-space with the means of modern graphical CAD and 
allows solving the optimization of the developed models of geometric objects in relation to the requirements 
of modern CAD/CAM systems and CAGD.

Keywords: cyclography, lines and surfaces, geometric modeling, multidimensional space, three-dimensional 
Naumovich’s drawing, channel surface.
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