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ФГБОУ ВПО «Омский государственный технический университет» 

РАЗДЕЛ II 

НЕПРЕРЫВНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ  

 

 

Лекция 4.2 

ДИНАМИЧЕКИЕ ЗВЕНЬЯ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ. (4 ч) 
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ФГБОУ ВПО «Омский государственный технический университет» 

Учебные цели занятия: 

1. Изучить логарифмические частотные характеристики. 

2. Изучить динамические звенья: позиционные, интегрирующие, 

дифференцирующие, неустойчивые и минимально-фазовые. 

Учебные вопросы: 

1. Логарифмические частотные характеристики. 

2. Позиционные звенья. 

3. Интегрирующие звенья. 

4. Дифференцирующие звенья. 

5. Неустойчивые и минимально-фазовые звенья. 
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ФГБОУ ВПО «Омский государственный технический университет» 

Учебный вопрос № 1.  

Логарифмические частотные характеристики. 
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Логарифмические частотные характеристики (л.ч.х.) включают в себя 

построенные отдельно на одной плоскости логарифмическую амплитудную 

характеристику (л.а.х.) и логарифмическую фазовую характеристику (л.ф.х.). 

Для построения л. а. х. находится величина 

 (4.18) 

Эта величина выражается в децибелах. Бел представляет собой 

логарифмическую единицу, соответствующую десятикратному увеличению 

мощности. Один Бел соответствует увеличению мощности в 10 раз, 2 Бела 

— в 100 раз, 3 Бела — в 1000 раз и т. д. 

Необходимость логарифмировать модуль частотной передаточной 

функции (4.18) приводит к тому, что, строго говоря, л. а. х. может быть 

построена только для тех звеньев, у которых передаточная функция 

представляет собой безразмерную величину. Это возможно при одинаковых 

размерностях входной и выходной величин звена. В дальнейшем изложении 

будет подразумеваться именно этот случай. 

 

Логарифмические частотные характеристики 

).(lg20)(lg20)(  AjWL 
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Логарифмические частотные характеристики 

).(lg20)(lg20)(  AjWL 

1. Пусть модуль частотной передаточной функции равен постоянному 

числу А(w) = 𝑘0; тогда 

Л. а. х. представляет собой прямую, параллельную оси абсцисс (прямая 1 

на рис. 4.8). 

0lg20)(lg20)( kAL  
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Логарифмические частотные характеристики 

).(lg20)(lg20)(  AjWL 

2. Рассмотрим случай, когда                         Тогда 

 

Нетрудно видеть, что это — прямая линия, проходящая через точку с 

координатами       = 1с−1 и                       и имеющая отрицательный наклон -

20 дБ/дек так как каждое удесятерение частоты вызовет увеличение        на 

одну единицу, т. е. уменьшение         на 20 дБ (прямая 2 на рис. 4.8). 

./)( 1  kA 

 lg20lg20/lg20)( 11  kkL

1 1lg20)( kL 

lg

)(L

Точку пересечения 

прямой с осью нуля 

децибел (осью частот) 

можно найти, положив      

     или, соответственно,         

        . Отсюда получаем 

так называемую частоту 

среза л. а. х., равную в 

данном случае  . 

Очевидно, что 

размерность 

коэффициента  должна 

быть [с−1]. 

0)( L

1)( A

1kср 

1k
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Логарифмические частотные характеристики 

1

nk

3. Аналогичным образом можно показать, что в случае                       л.а.х. 

представляет собой прямую с отрицательным наклоном -40 дБ/дек (прямая 3 

на рис. 4.10). Вообще для                  л.а.х. представляет собой прямую с 

отрицательным наклоном -n • 20 дБ/дек. Эта прямая может быть построена 

по одной какой-либо точке, например по точке        = 1с−1 и                       или 

по частоте среза                   . Очевидно, что размерность коэффициента      

должна быть [с−𝑛]. 

2

2 /)(  kA 

n

nkA  /)( 

nkL lg20)( 
т

nср k
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Логарифмические частотные характеристики 

4. Рассмотрим случай, когда                  . Тогда 

 

Нетрудно видеть, что это — прямая линия, проходящая через точку     = 

1с−1 и                         и имеющая положительный наклон 20 дБ/дек. Эта 

прямая может быть построена также по частоте среза             , полученной 

приравниванием               (прямая 4 на рис. 4.8). 

 3)( kA 

 lg20lg20lg20)( 33  kkL


3lg20)( kL 

3

1
kср 

1)( A
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ФГБОУ ВПО «Омский государственный технический университет» 

Учебный вопрос № 2.  

Позиционные звенья. 
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Позиционные звенья (Безынерционное звено) 

1. Безынерционное звено. Это звено не только в статике, но и в 

динамике описывается алгебраическим уравнением  (4.20) 

Передаточная функция звена равна постоянной величине: 

Примером такого звена являются механический редуктор (без учета 

явления скручивания и люфта), безынерционной (широкополосный) 

усилитель, делитель напряжения и т. п. Многие датчики сигналов, как, 

например, потенциометрические датчики, индукционные датчики, 

вращающиеся трансформаторы и т. п., также могут рассматриваться как 

безынерционные звенья. 

Переходная функция такого звена представляет собой ступенчатую 

функцию (табл. 4.2), т. е. при              ,                         . Функция веса 

представляет собой импульсную функцию, площадь которой равна k, т. е. 

при  

12 kxx 

kjWpW  )()( 

)(1)(1 ttx  )(1)()(2 tkthtx 

).()()()()( 2 tkttxttx  
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Позиционные звенья (Безынерционное звено) 

А.ф.х. вырождается в точку, расположенную на вещественной оси на 

расстоянии k от начала координат (табл. 4.3). Модуль частотной 

передаточной функции                   постоянен на всех частотах, а фазовые 

сдвиги равны нулю (𝜓 = 0). 

Безынерционное звено является некоторой идеализацией реальных 

звеньев. В действительности ни одно звено не в состоянии равномерно 

пропускать все частоты от 0 до ∞. Обычно к такому виду звена сводится 

одно из реальных звеньев, рассматриваемых ниже. 

kA )(
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Позиционные звенья (Апериодическое звено первого порядка) 

2. Апериодическое звено первого порядка. Звено описывается 

дифференциальным уравнением  

 (4.22) 

 Передаточная функция звена 

 (4.23) 

  

Примеры апериодических звеньев первого порядка изображены на рис. 

4.10. 

12
2 kxx

dt

dx
T 

Tp

k
pW




1
)(
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Позиционные звенья (Апериодическое звено первого порядка) 

 В качестве первого примера (рис. 4.10, а) рассматривается двигатель 

любого типа (электрический, гидравлический, пневматический и т. д.), 

механические характеристики которого (зависимость вращающего момента 

от скорости) могут быть представлены в виде параллельных прямых (рис. 

4.11). Входной величиной х, здесь является управляющее воздействие в 
двигателе, например подводимое напряжение в 

электрическом двигателе, расход жидкости в 

гидравлическом двигателе и т. п. Выходной 

величиной является скорость вращения  . Диф-

ференциальное уравнение движения при равенстве 

нулю момента нагрузки может быть представлено в 

виде  

где J — приведенный к валу двигателя суммарный 

момент инерции;  - коэффициент 

пропорциональности между управляющим 

воздействием  x1   и вращающим моментом;                 

                  -  наклон механической характеристики, 

равный отношению пускового момента к скорости 

холостого хода при некотором значении управляю-

щего воздействия. 

,11

0

0
1 





kxk

M
xk

dt

d
J mm



Mk

001 / Mk
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Позиционные звенья (Апериодическое звено первого порядка) 

Это уравнение приводится к виду 

 

где                       - коэффициент передачи звена,                         - постоянная 

времени двигателя. Оно полностью совпадает с (4.22). 

 

Переходная функция представляет собой экспоненту (табл. 4.2). Множитель 

1(t) указывает, что экспонента рассматривается, начиная с момента t = 0 т. е. 

для положительного времени.  

 

,11

0

0
1 





kxk

M
xk

dt

d
J mm

,1kx
dt

d
T 



1/ kkk M
10

0

k

J

M
JT 



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Позиционные звенья (Апериодическое звено первого порядка) 

Частотные характеристики приведены в табл. 4.3. Амплитудно-фазовая 

характеристика для положительных частот имеет вид полуокружности с 

диаметром, равным коэффициенту передачи к. Величина постоянной 

времени звена определяет распределение отметок частоты вдоль кривой. На 

а. ф. х. показаны три характерные отметки (    = 0,     = 1/T  и      = ∞).   


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Позиционные звенья (Апериодическое звено первого порядка) 

Из амплитудной характеристики видно, что колебания малых частот (  < 

1/T) «пропускаются» данным звеном с отношением амплитуд выходной и 

входной величин, близким к статическому коэффициенту передачи звена k. 

Колебания больших частот (  > 1/T) проходят с сильным ослаблением 

амплитуды, т. е. «плохо пропускаются» или практически совсем «не 

пропускаются» звеном. Чем меньше постоянная времени Т, т. е. чем меньше 

инерционность звена, тем более вытянута амплитудная характеристика A( ) 

вдоль оси частот, или, как говорят, тем шире полоса пропускания частот у 

данного звена. 






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Позиционные звенья (Апериодическое звено первого порядка) 

Логарифмическая частотная характеристика  строится по выражению 

  

.
1

lg20)(lg20)(
22T

k
jWL






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Позиционные звенья (Апериодическое звено первого порядка) 

Асимптотическая л. а. х. На стандартной сетке проводится вертикальная 

прямая через точку с частотой, называемой сопрягающей частотой           . 

Для частот меньших, при              , можно пренебречь вторым слагаемым под 

корнем в выражении. Тогда левее сопрягающей частоты можно заменить 

(4.24) приближенным выражением                           (при                   ), которому 

соответствует прямая линия, параллельная оси частот (прямая ab) и 

являющаяся первой асимптотой.  

T/1

T/1

.
1

lg20)(lg20)(
22T

k
jWL







kL lg20)(  T/1

Для частот больших, чем 

сопрягающая в выражении 

(4.24) можно пренебречь под 

корнем единицей по сравнению  

         . Тогда вместо (4.24) 

будем иметь приближенное 

значение 

                          (при              ) 

которому соответствует прямая 

с отрицательным наклоном -20 

дБ/дек (прямая bс), являющаяся 

второй асимптотой. 

22T

T

k
L


 lg20)(  T/1
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Позиционные звенья (Апериодическое звено второго порядка) 

3. Апериодическое звено второго порядка. Дифференциальное 

уравнение звена имеет вид 

 

При этом корни характеристического уравнения                         должны 

быть вещественными, что будет выполняться при условии                .                                               

 Левая часть выражения                                  разбивается на множители: 

 (4.27) 

   где 

 

12
2

12

2

2
2

2 kxx
dt

dx
T

dt

xd
T 

011

22

2  pTpT

21 2TT 

1243 )1)(1( kxxpTpT 
2

2

2

11
4,3

42
T

TT
T 

121

22

2 )1( kxxpTpT 

Передаточная функция 

звена 

)1)(1(
)(

43 pTpT

k
pW



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Позиционные звенья (Апериодическое звено второго порядка) 

Рассмотрим подробно случай двигателя постоянного тока (рис. 4.13, а). 

При отсутствии момента нагрузки на валу и при учете переходных 

процессов в цепи якоря динамика двигателя описывается двумя 

уравнениями, определяющими равновесие э. д. с. в цепи якоря: 

 

и равновесие моментов на валу двигателя: 

uCRi
dt

di
L E 

0



dt

d
JiCM

где и — напряжение, прикладываемое к якорю, СЕ и См — коэффициенты 

пропорциональности между обратной э. д. с. и скоростью вращения   и 

между вращающим моментом и током якоря i, J - приведенный момент 

инерции, L и R — индуктивность и сопротивление цепи якоря. 

 



Переходя в обоих уравнениях к 

операторной форме записи и решая их 

совместно, получим передаточную функцию 

двигателя постоянного тока при управлении 

напряжением якоря как отношение 

изображений скорости двигателя и 

напряжения якоря: 
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Позиционные звенья (Апериодическое звено второго порядка) 

 (4.29) 

 

где                                 - электромеханическая постоянная времени двигателя, 

Тя=R/L — электромагнитная постоянная времени якорной цепи,     и М0 — 

скорость холостого хода и пусковой момент двигателя. 

Для того чтобы корни знаменателя выражения (4.29) были 

вещественными и передаточную функцию можно было бы представить в 

форме (                                              ), необходимо выполнение условия            . 

 

21

11
)(

pTTpTC
pW

MЯME 


0

0

M
J

CC

JR
T

ME

M




0

)1)(1(
)(

43 pTpT

k
pW


 MЯ TT 4
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Позиционные звенья (Апериодическое звено второго порядка) 

Переходная функция и функция веса звена приведены в табл. 4.2. 
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Позиционные звенья (Апериодическое звено второго порядка) 

Частотные характеристики приведены в табл. 4.3. Построение 

асимптотической л. а. х. производится аналогично тому, как это было 

сделано для апериодического звена первого порядка. Вначале проводятся 

вспомогательные вертикальные линии через сопрягающие частоты               и         

           . 

Для определенности построения принято, что                   . 

 

3

1
T



4

1
T



43 TT 
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Позиционные звенья (Апериодическое звено второго порядка) 

Левее первой сопрягающей частоты (              ), это выражение заменяется 

приближенным                  , которому соответствует прямая с нулевым 

наклоном (первая асимптота л. а. х.). Для частот                              выражение 

 

 (4.30) 

 

 заменяется приближенным                                 которому соответствует 

прямая с отрицательным наклоном -20 дБ/дек (вторая асимптота).  

3

1
T


kL lg20)( 

43

11

TT
 

2

4

22

3

2 11
lg20)(lg20)(

TT

k
jWL







3/lg20)( TkL  

Для частот                         выражение (4.30) 

заменяется приближенным                          , 

которому соответствует прямая с отрицательным 

наклоном -40 дБ/дек (третья асимптота). 

Действительная л. а. х. показана в табл. 4.3 

пунктиром. Она отличается от асимптотической 

в точках излома на 3 дБ. 

4

1
T



43

2/lg20)( TTkL  
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Позиционные звенья (колебательное и консервативное звено)  

4. Колебательное звено. Звено описывается тем же дифференциальным 

уравнением что и апериодическое звено второго порядка.  

 

 

Однако корни характеристического уравнения  должны быть 

комплексными, что будет выполняться при                  . 
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2
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2

2

2

2 kxx
dt

dx
T

dt

xd
T 
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Позиционные звенья (колебательное и консервативное звено)  

4. Колебательное звено. Звено описывается тем же дифференциальным 

уравнением что и апериодическое звено второго порядка.  

 

 

Однако корни характеристического уравнения  должны быть 

комплексными, что будет выполняться при                  . 
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Позиционные звенья (колебательное и консервативное звено)  

5. Консервативное звено является частным случаем колебательного. 
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Учебный вопрос № 3.  

Интегрирующие звенья. 
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Интегрирующие звенья (идеальное звено)  

1. Идеальное интегрирующее звено. Звено описывается 

дифференциальным уравнением 

 (4.41) 

Передаточная функция звена 

W(p) = k/p. (4.42) 

12 / kxdtdx 
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Интегрирующим звеном является также обычный гидравлический 

демпфер (рис. 4.18, б). Входной величиной здесь является сила F, 

действующая на поршень, а выходной — перемещение поршня х2. Так как 

скорость движения поршня пропорциональна приложенной силе (без учета 

инерционных сил): 

 

где S — коэффициент скоростного сопротивления; его перемещение будет 

пропорциональным интегралу от приложенной силы: 

Интегрирующие звенья (идеальное звено)  

S

F

dt

dx


  .
1

Fdt
S

dtx 
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Временные характеристики звена приведены в таблице.  

Интегрирующие звенья (идеальное звено)  
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Амплитудно-частотная характеристика показывает, что звено пропускает 

сигнал тем сильнее, чем меньше его частота. При     = 0 модуль частотной 

передаточной функции стремится к бесконечности, а при        —> ∞ модуль 

А(∞) —> 0. 

Амплитудно-фазовая характеристика сливается с отрицательной частью 

мнимой оси. 

Построение л. а. х. делается по выражению 

Л. а. х. представляет собой прямую с отрицательным наклоном -20 

дБ/дек, пересекающую вещественную ось при частоте среза        ср = k. Л.ф.х. 

представляет собой прямую ψ= -90°, параллельную вещественной оси. 

Интегрирующие звенья (идеальное звено)  



 /lg20)( kL 




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2. Интегрирующее звено с замедлением. Звено описывается 

дифференциальным уравнением 

 (4.44) 

  Передаточная функция звена 

 (4.45) 

 

Для нахождения временных характеристик удобно передаточную 

функцию представить в виде алгебраической суммы 

  

что позволяет представить решение дифференциального уравнения (4.44) в 

виде суммы решений для идеального интегрирующего звена и 

апериодического звена первого порядка. 

 

 

Интегрирующие звенья (интегрирующее звено с замедлением)  
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Л.а.х. строится по выражению 

 (4.46) 

 

Асимптотическая л. а. х. представляет собой две прямые с 

отрицательными наклонами -20 дБ/дек  (при                   )  и   -40 дБ/дек (при                

           ). 

Интегрирующие звенья (интегрирующее звено с замедлением)  

.
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3.Изодромное звено. Звено описывается уравнением 

 (4.47) 

Передаточная функция звена  

 (4.48) 

 

где                      - постоянная времени изодромного звена. 

 

Из этих выражений видно, что звено можно условно представить в виде 

совокупности двух звеньев, действующих параллельно, — идеального 

интегрирующего с коэффициентом передачи k и безынерционного с 

коэффициентом передачи k1. 

  

Интегрирующие звенья (изодромное звено)  

.// 1112 dtdxkkxdtdx 
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Примеры изодромных звеньев 

  

Интегрирующие звенья (изодромное звено)  
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Временные характеристики звена. 

Интегрирующие звенья (изодромное звено)  
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Л. а. х. строится по выражению 

 

Асимптотическая л. а. х. представляет собой две прямые: с 

отрицательным наклоном -20 дБ/дек (при     < 1/T) и параллельную оси 

частот (при     > 1/T). 

Из рассмотрения л.а.х. и л.ф.х. видно, что в области малых частот 

(меньших, чем сопрягающая частота) звено ведет себя как идеальное 

интегрирующее и тем точнее, чем меньше частота. 

В области больших частот (больших, чем сопрягающая частота) звено 

ведет себя как безынерционное с коэффициентом передачи k1. 

Интегрирующие звенья (изодромное звено)  


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ФГБОУ ВПО «Омский государственный технический университет» 

Учебный вопрос № 4.  

Дифференцирующие звенья. 
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1. Идеальное дифференцирующее звено. Звено описывается 

уравнением 

 (4.49) 

Передаточная функция звена 

 (4.50) 

 

Примеры идеальных дифференцирующих звеньев изображены на рис. 

4.20.  

Дифференцирующие звенья (идеальное звено)  

dtkdxx /12 

kppW )(
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Единственным идеальным дифференцирующим звеном, которое точно 

описывается уравнением (4.49), является тахогенератор постоянного тока 

(рис. 4.49, а), если в качестве входной величины рассматривать угол 

поворота его ротора а, а в качестве выходной — э. д. с. якоря е. В 

тахогенераторе постоянного тока при неизменном потоке возбуждения э.д.с. 

в якоре пропорциональна скорости вращения:                 . Скорость вращения 

есть производная по времени от угла поворота:                    . Следовательно, 

              .   В режиме, близком к холостому ходу (сопротивление нагрузки 

велико), можно считать, что напряжение якоря равно э. д. с.: и = е. Тогда . 

Дифференцирующие звенья (идеальное звено)  

 ke

dtd

dtkde /

dtkdu /
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Временные характеристики. 

Дифференцирующие звенья (идеальное звено)  

Частотные характеристики. 
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2. Дифференцирующее звено с замедлением. Звено описывается 

уравнением (4.51) 

 

 

Передаточная функция звена 

  (4.52) 

 

 

Дифференцирующие звенья (звено с замедлением)  

dt

dx
kx

dt

dx
T 1

2
2 

Tp

kp
pW




1
)(



44 

Составим, например, уравнение для дифференцирующего конденсатора 

(рис. 4.21, а). Ток в рассматриваемой цепи определяется уравнением 

 

 

Переходя к изображениям и решая это уравнение относительно тока, 

получаем: 

 

Напряжение на выходе цепи 

 

 

Дифференцирующие звенья (звено с замедлением)  
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Временные характеристики звена. 

Дифференцирующие звенья (звено с замедлением)  
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Фазовые сдвиги, вносимые звеном, являются наибольшими при низких 

частотах. На высоких частотах фазовый сдвиг постепенно уменьшается, 

стремясь в пределе к нулю при            . Здесь также видно, что это звено 

ведет себя подобно идеальному только в области низких частот. Л. а. х. 

строится по выражению 

 (4.53) 

Асимптотическая л. а. х. может быть представлена в виде двух прямых. 

Одна из них имеет положительный наклон 20 дБ/дек (при                ), а вторая 

— параллельна оси частот (при              ). 

Дифференцирующие звенья (звено с замедлением)  
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ФГБОУ ВПО «Омский государственный технический университет» 

Учебный вопрос № 5.  

Неустойчивые и минимально-фазовые звенья 
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Рассмотрим в качестве примера звено, описываемое дифференциальным 

уравнением 

  

 (4.54) 

которому соответствует передаточная функция 

  (4.55) 

 

Переходная функция такого звена представляет собой показательную 

функцию с положительным показателем степени: 

 (4.56) 

 

Эта функция изображена на рис. 4.22. 

Неустойчивые и минимально-фазовые звенья 
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Таким звеном может быть, например, двигатель любого типа (рис. 4.10, а) 

если его механическая характеристика, т. е. зависимость вращающего 

момента от скорости вращения  М = f(     ), имеет положительный наклон. На 

рис. 4.23 изображены разновидности механических характеристик 

двигателя. В случае, соответствующем кривой 1, двигатель представляет 

собой устойчивое апериодическое звено первого порядка. 

Неустойчивые и минимально-фазовые звенья 

В случае 2, когда вращающий момент не зависит от 

скорости вращения, уравнение движения двигателя, 

записанное для угловой скорости, приобретает вид 

 

 

где J — суммарный приведенный момент инерции 

двигателя, kM — коэффициент пропорциональности 

между управляющим воздействием x1 и вращающим 

моментом. Здесь скорость двигателя связана с 

управляющим воздействием передаточной функцией, 

соответствующей интегрирующему звену. Это звено не 

имеет самовыравнивания.  

1xk
dt

d
J M



,1kx
dt

d
J 

 Это звено имеет положительное 

самовыравнивание. 
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Звено имеет отрицательное самовыравнивание. 

Признаком отрицательного самовыравнивания 

является отрицательный знак перед самой выходной 

величиной в левой части дифференциального уравнения  

или появление отрицательного знака у свободного члена 

знаменателя передаточной функции 

Неустойчивые и минимально-фазовые звенья 

В случае, соответствующем кривой 3, дифференциальное уравнение 

движения будет 

 

где k1 — наклон механической характеристики в точке, где производится 

линеаризация. Это уравнение приводится к следующему виду: 

 

 

где Т=J/k1 — постоянная времени двигателя. 

Уравнение совпадает с выражением  
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Поэтому а.ч.х. и л.а.х. этих двух звеньев (устойчивого и неустойчивого) 

совпадают и по одной амплитудной характеристике нельзя определить, к 

какому звену она относится. 

Фазовый сдвиг, соответствующий неустойчивому апериодическому звену 

 

 

имеет большие абсолютные значения по сравнению с фазовым сдвигом 

устойчивого апериодического звена первого порядка:                        . 

Неустойчивые и минимально-фазовые звенья 

Модуль её не отличается от модуля частотной передаточной функции 

устойчивого апериодического звена  
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Повторить: 

1) Логарифмические частотные характеристики. 

2) Динамические звенья: позиционные, интегрирующие, дифференцирующие, 

неустойчивые и минимально-фазовые. 

Задание на самостоятельную подготовку: 
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